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Homologietheorie

Hfst.I. Algemene grondbegrippen van de homologietheorie
§ 1. Def.:

. n .
Een k+1-tal punten 8 w0 es8y 1D de R’ heet een stelsel in
algemene ligging als Ao. w8y

niet liggen in een (k-1)-
dimensionaal hypervlalk.

Ieder deelstelsel van een stelsel

1 algemene ligging 1s weer
in algemene ligging.

Def,: Een deelverzameling SeR"” heet k-dimensionaal simplex met
hoekpunten a s, als

(1) a_....,a, cen stelsel in algemene ligglng 1is
' i

11 i ) — A = . p .- P }\ . = o

(i1) 2z eS<&Epx g;% AaLL AR 0, N 1

Het k-dimensionale simnlex met de hoekpunten a 5o 058 BEVEN we
aan met (aO,.g.,ﬂk)a

Een randsimplex van (a

Os...jak) 18 leder simplex (a, seeeldy )
waarbij §io,.ﬂ.pis} een deelverzameling is van {aj...,k}o. In hel
bijzonder is (ag,qoo,ak) een randsimplex van zichzelf.

Def,:

Een simpliciaal complex [ (in de Rn) is een eindige
collectie simplices =zodat

i F,, 65 & "= ks dsimplex ~ en v

(1) 10 %o =» 6, N &, is randsimplex van &, &n van o,.
(i1) o ¢ " = deder randsimplex van ¢ is in [ .

2. Def.: Een criéntatie

van het lt-dim.,

simplex (aog..u,a
van volgorden a.

ig coen klasas
k) 3 kloo:
sev..,8, van dz hoelpunten a t/m a, .,

o - . s L &
waarblj twee volﬁorden tot dezelfde klasse gerekend worden
als ze urtg

.*'::‘-J

elltaar ontstaan

L

loor een even permutatie van de
hoeltmunten.

De klasse van de hoekpuntsvolgorde a, »...;8, geven we aan door
[ai seeesdy ] ;o en i,p.v. "origntatie! zeg&an we vgortaan ook wel
i s o C o o R . 3 .
geBrieénteefd simnlex". Teder simplex van dimensie
2

z 1 bezit precies
ori&ntaties, een nuldimensionaal sumplex heeft slechts 1 oriéntatie.

i.p.v. [a ] schrigven we ook wel a,.



D

Zij nu ' een simpliciaal complex. Een keten van dimensie kopT
) formele lineaire combinatie Rq[:aéﬁ...,a&] oot

8 i ’ :

hs[ aojce.,agsj; 2. geheel, en (aO
plex uit [' . Een keten hlijft dus onveranderd als men tegelijkertijd

is een (eindige

,cn.Ja;) een k-dimensionaal sim-
29

invoegt A[:aoj.u,,ak] en —7\[a05,.u,ak] . Als (o] en [c]" de tuwee
orifntaties voorstellen van een simplex o (van dimensie = 1), zullen
we voorts [G]&= - [e] stellen. Dit betekent dus dat, wanneer in de
formele som [ & ] voorkomt met de co&ffici&nt » en [G‘}*met de co&f-
fici&nt u , men deze twee termen mag vervangen naar believen door
(n- )] of wel(xL_w)[w]*,

Optelling van 2 letens wordt op voor de hand liggende manier ge-
definieerd. Zodoende is de verzameling Ck(P) van k-(dimensicnale) ke-
tens op ' een abelse groep geworden. {

Voor een georienteerd simplex [ao,..nyak'] (k 1) wordt de rand

B[aos.a.yak] gedefinieerd als een (k-1)-(dimensionale) keten door
de formule

1S 5 .
a[ao,...,ak] = éé% (—)*{:aojno.yai,...,ak] (%) .

De rechterlant van (%) is onafhankelijk van de hoekpuntsvolgorde

die [ao,,e.,ak] representeert. Er geldt nl. volgens ()

=18

@ {ao’°°"a J*aj+ﬂ>°‘°1d1:]:= "atao’“"’aj’aj-ﬂfaj+1"“"ak:]'
Dus de rechterkant van (%) krijgt bij een nermutatie van de hoekpunten
het telen + of - naar gelang de permutatic even of oneven is. Dus ()
definieert de rand van cen georiénteerd simolex op ondubbelzinnige wi)-

Ly Y 4 . ', p ¢ = — q
ze, en voorts is D[aoﬂaq,ach,.,ak] = - 0 [aﬂsao,azye,.,ak ]-

Voor een keten f= 77 A, [5“’] ) Eg“] georiénteerd k-(dim)simplex.
k31, definieren we aff: z:‘ayz’[@y]-

2 1is daarmee geworden een homomoriisme CK(F)mwck W(F)g kK » 1.

Er geldt
22 =0 (% %)
(te verifiéren voor een georiénteerd simplex en daarmee tevens voor een
keten),
k-(dim)cykel is een k-keten met rand O. De cykels vormen een on-
dergroep Zk(F) van CK(P)’ nl. de kern van het randhomomorfisme.
k-dim rand is een k-keten @y, / een k+l-keten. De randen vormen

een ondergroep BK(F) = 2 CK+W(P)Q



e

L. { ~ . . -~ )
Wegens (x %) is B (') ¢ uk(P)a Tuee cykels heten onderling
o 4 . CONCIN b ]
homoloog als hun verschil een rand 1is. Het"homoloog zijn" is een
reflexieve, symmetrische en transitieve relatie. Deze relatie indu-

ceert dus een indeling van de cykels in homologieklassen. In de ver-
zameling homologielrlassen definieert men een optelling door "repre-
sentantsgewijze ovtelling''. De aldus verkregen groep

Hk(F) = ZK(P)/BK(?) heet de k-dimensionale homologilegroep van ' .
Voor k=0 stelt men formeel ZO(F) = CO(P) en H (') = ZO(P)/BO(F).

§ 3. HO(F) voor samenhangende ' . Een simwliciaal complex [ heet

samenhangend als ieder paar hoekpunten E,.%, van ' verbonden kunnen

a
worden, d.w.z., als bij ieder paar hoekpunten X, en x, van ' een rij

van 1-simplices uit [' bestaat, (aojaﬂl(aqbag))(ag)aB};on.j(an_qsan)

met a _=x

? a_=x,,
o7 "n

°

o=
Bligjgkbaar 1is # a _, +{a ,as] +...+[a a_l=a_-a_=x,-x
JE . .[°o’a¢3 F [&1’ od Fe..f L n--1°* njf n "o 1 "o
Ieder tuweetal hoelrsunten van I (opgevat als georié&nteerde simplices)
is dus homoloog. “Z1J x nu een vast ount van I' dan is dus iedere O-

keten Z:Aial homoloog met (3 =, )x.

i)
Voorts is in de rand B[ao,aquaq~aﬂvmﬁeen georiéenteerd ‘l-simplex
[aogaq] de coéfficié€ntensom nul, dus is in de rand van cen ‘1-keten de
cogffiiciéntensom oolt O. D,w,z. homologe O-ketens corresponderen met
hetzelfde veelvoud van x. Iedere homologieklasse van O-ketens bevat
precles één veelvoud van x. Omgekeerd bepaalt ieder veelvoud van x
ondubbelzinnig een homologieklasse. HO(P) is dus 1lsomorf met de groep
van de veelvouden van x dus met de optelgroep J der genele getallen.

§ 9 5 . P . o o . s A
§4. De nhomologie van zen kegel., Een simpliciaal complex ' heet

kegel met top in t als izder simplex 6 &' randsimplex 1s van een sim-

plex e¢'e¢ [ dat o.a. t als hoekpunt heeft. Met t¢ geven we dan het
kleinste zodanige simplex ¢! aan.

Een kegel is samenhangend want ieder hoelzpunt kan door een 1-
simplex met de top verbonden worden, dus dlcder tweetal hoelipunten kan
via de top verbonden worden.

g _ r ~ . . 4 .
Zij [e] = Laoy.n.,ak] een georiénteerd simplex in de kegel K.
Onder ties t=t0 n LK verst - .
[e] , t=top van K, verstaan we [tbaﬂJ»cg,ak] als t niet voor-

komt onder de a » S in hot ardes: L initi

{ r de Corer@ o en Odn hot ardercs [ oval, De dofinitie van
A 3 -
tle] is onafhankeis - var de vaor

“

o & nobezi de hoelpuntavolsarde
Voor a k-kete = defainniipey \
een k-lieten § = 7= a, [e6,] defaniieen un ty =3 A 06,7,



Homologietheort

Hoofdst.IT. Topologische invariantie van <e¢ homologliegroepen

§1. Ketenhomomorfismen en acyclische corrcapondentiss

Laten T en ' simpliciale complexen zijn. Len rij homomorfismen

< Y&~ 5 e o e 3

in ' als

9 Cv(p)"”'ck(r 1y, k=0,1,2 ncet cen kctenhomomorfisme van [
39
? =2 en als verdcr voor iedere O-keten /
k-1 k? ol
cn y dezelfde co&fficiéntensom Dbezitten.
We laten de index L Hij de homomorfismen . meestal weg.
Fen ketenhomomorfisme ¢ voozt cykels aan cykels toe, randen aan
't v

randen, en homologe cykceloaren aan homologe cykelparen. Dus @ 1ndu-

b

ceert een homomorfisme ¢ H (P)— H, ( Py, k=0,1,2,... .
Len correspnondentie C van T in F’ 15 een afbeeldaing die aan

ieder simplex 6 van ° toevoegt een subcomnlex C(e) van 7' zodat
¢ o T=>C(g)cC(T).

Een correspondentie C heeft acyclisch als voor ledere ¢ e I
C(s) een acyclisch complex is.,

Len correspondentie C heet drager van een ketenhomomorfisme ¢
als, voor ieder simplex ¢, ¢([ & 7) een keten op C(¢) is, waarbij
L 7] een ori&ntatie van ¢ 1is.
("Een keten f op "' ligt op C(s)" betekent: "de in 4 optredende
georiénteerde simplexen met co&fficiént #0 zijn ori&ntaties van sim-
plexen van C(g)".)

Stelling (Lefschetz). Zij C een acyclische correspondentie van [ in

M ', Dan 1s er een ketenhomomoriigme ¢ waarvan ¢ de drager is. Zij
¥ nog een ketenhomomorfisme met drager C dan 1s vy = ..

Bewijs: Existentile ¢ . Kies voor ieder hoeltpunt ae I' | p(a) als een

hoekpunt van C(a). Definieer, voor iederc O-leten /= z: A, a,

=7 n,ela,).

Vervolgens gaan we ¢ deflini€ren voor de georiénteerde 1-simplexen
[ao,aqj . ?(ao) en ¢(aq) z1)n noekpunten van C(a_) en C(aq)j en
wegens Aol= C((ao,aq)), dus ook hoekpunten van C((ao,aq)).
C((ao,aqs 1415 als acyclische complex samenhangend, dus een O-keten
op C((ao,aq)) met co&fficiéntensom nul is een rand (Hfdst.Il, é 3 en
opgave 1in § L), Er is dus in het bijzonder een -keten f(a a)
zodat <Na[ao’a’l 1) = plag)- ¢lay) = 2 fkao,aq)' o

Stel nu q([ao,aqj) = f(ao’aq)

€n ([aqﬁaoj) =7 6}/(80351)'



Definieer voor cen 1-keten
/= Zhy{ﬁ‘y s (
o(y) =% », o=, 1),

L

[¢,7 - georiénteerde simplexen)

Voor zover ¢ gedefinicerd 1s geldt nu reeds ¢ 9 =29 (*)

We gaan nu ¢ definiéren voor de 2-ketens en daartoe allereerst
voor de georiénteerde 2-simplexen,

Kies daartoe bij leder 2-simplex ¢ = (aojaqﬁag) een vaste
oriéntatie Dbijv. {e’].

Nu is ¢ (@ [6”) cen ‘-keten on C((a ]))LJC((awjaE))u C<(ao’82)>
dus een 1-keten op C(s). Voorts is we zens (%) 29(@Led) = ¢(v2l e ) =
= 9(0)=0. Dus ¢(2 [ ¢ ) is een cykel op C(c*).= C(¢) 1s een acycli-
sch rcomplex, dus iedere cykel hierop (in dimensie ©531) 18 een
rand, Er 1s dus een 2-keten 4 op C(¢) met 94 = ¢(2Lel).

Stel ¢([ ¢ 1) = fe -

Voor een 2-keten 7 7 ,[¢,]waarbiy [&,] geori&nteerde 2-sim-
plexen zijn waarvoor ¢ gedefinigerd is, stellen we o(Z »,[e 7 )
Z“‘v?”["fvj ’

Voor zover ¢ pedelfinieerd 1s geldt nu 2= D¢,

70 defini€ren we stapspgewijs ¢ voor alle dimensies,

Eenduidighe1d van e, - Z13 w nog een ketenhomomorfisme met C als
drager.

Voor ieder hoekpunt a zijgn ¢(a) en w(a) O-ketens op C({a) met
coéfficiéntensom 1. Dus ¢(a)-w(a) is een O-keten met co&ffici&nten-
som nul. Wegens acvcliciteilt van C(a) 1s er een ‘l-keten A (a) op C(a)
met 2 &(a) = ¢(a) - wy(a).

Definieer voor een nulketen f=7 3, a, A =7F a A(a,). Blijkbaar
geldt dan 2A(F) = alp) ~y(y) (%)

Voor ieder pgeoriénteerd ‘-simplex [¢] 15 ¢ ([e)- w(l e 7)
-A(20¢]) wegens (x) een 1-cykel op C(e). Wepens acycliciteit van
C(e) is er dan een 2-keten 4(e) op C(e) mot

os(e) = ¢(Lel) - w(Lel) - a(2le]).
Definieer w i ecen d-keten = 7 A [s Jucer A()) = A, A{[GQ])
Dan geldt wo

pL(y) =Ly - w(ly) - ale iyl

Zo defini&ren we stapsgewljs in dimensice & voor iedere keten J s
A (;ﬁ als een (s+1)-keten op ' ' met



Uit (1) volgt dat ¢ ([ /1) r 00g
cykel is. Dus 9 _ en W, beelden een homologieklasse van cykels op
" in dezelfde homologie! 382 van cykels op MU oaf,

De ketenafbeeldingen die door ecn gzegeven acyclische correspon-
dentie C worden gedragen induceren voor de homologie een homomor-

q

fisme dat blijkens de stelling van Lefschetz slechts van C afhangt.
Dit homomorfisme van HK(P)~&H (') meven we met (, aan.

-~
itken we nog

Uit de stelling van Lefschetz  tre o enige conclusies,
Zijn C en D corpespondenties van I in [P dan schrijven we

C ¢ D als voor iedere ¢&T

\
J
Conclusie 1. Als C en D acyclische corpcspondenties zign van ' in

"'t enCcD, dan 18 C_ = D_ .

Als C een correspondentie van I' an ' 15 en D een correspon-
dentie van ' in T'" dan defini&ren we de corrcspondentie DC van
F'in I'" door DC(s) = U D(7). Verondersitcl nu bovendien dat D en
C acyclisch zijn en daiﬁib(b) i een acyclische correspondentie van
F'din " is met D C 2 E,

Conclusie 2. E . =D C

e 3 &

Tenslotte zij C een correspondentic van T' in zichzell met
¢ ¢ C(e) voor i1ederc ¢ ¢ [,
= 1dentitert.

I
o
e

O
@]
3
@]
=
<
w
jo
@]

(S

§ 2. Barycentrische onderverdeling
-

~1j a een O-simplex. Onder de barycentrische onderverdeling
pla) van a verstaan we a zelf. Zi) €= (a 5aﬂ) ecen l-simplex en
z. het midden van ¢ . De barycentrische onuprverdelmm;‘ﬁ(ﬁ) van ¢

S
Voor een collectie 7  van ‘d-simplexen verstaan we onder BT

is de collectie {(aoﬁz ), (zr,aq)?o

de collectie J g (es).

‘1

(D\

213 nu o en 2-simplex, ¢ de collectie van zign ‘t-dimensionale

randsimplexen, z. hnet zwaartepunt van ¢ . lle definié€ren {3(6) als

de collectie van 2-simplexen z v ,vep(é), waarbiy z, T het door
Zo €n T bepazlde 2-simplex is. Voor een collectie ) van 2-sim-
nlexen definiéren we 7 als_ U_g(e).

[

"Zo voortgaande' defini&ren we voor ieder simplex ¢ de bary-
centrische onderverdeling g (¢) en voor iedere collectie ¥ van sim-



plexen 6. 3 ¢ -
[ s By Ms@gyp(cy

We geven voortaan voor leder simplex ¢ het complex van alle

randsimplexen (inclusief 6) van ¢ aan doop 50}.
w

Uit de constructie van dec varycentrische cnderverdelin ng volgt

de simplexecn van g (¢) zijn < o

£ 1o 1s een kegel met top =z _ .

2.

) Als ¢ randsimplex is van T dan s piercpit.
) Als P cen L complex 18, dan is 8 eveneens cen complex,

De diamcter van de simplexen van fe . ¢ een n-dimensionaal
T e n R
simolex, i3 hoogstens ‘i x de diamcter van &
NE

Ziy ' een complex. Uvt (2) en (3) volgt dat de corpes inondentie

Bwvan T in A pgedefinicerd door

een acyclische corresnondentic is.

Omgekeerd definifren we cen corresoondentiec van 27 in ' door
D(t) = i drager van =T } .

Volgens (1) is deder simplex © van fT in tenminste één simolex van
" bevat; wegens voorwaarde (1) uit de definitie van simplicizaal
complex (Hfdst. I, §1) 1s de doorsnede van de simplexen uit I' die T

e van D(T) is dus

[

bevatten zelf weer een simplex uit I' . De definit
entie (Hfdst.I, blz.!

Q./
=
o

zinvol, Blijikbaar is D een acvyclische COrre3n
tocepassing 1.)
Voorts blijkt gemakkelijk dat
D B(e) = ¢
d.w.z. D B 1s weer een acyclische corressondentie van P in I en vol-
Zens §1 conclusies 2 en 3 1s:
L;

identitsit = (0 B) =0, B,

Evenzo is B D(t) = kegel met top in Ep(t)?

d.w.z, B D as acyclisch en T e B D(=).
Dus: identiteit = (B D), = B_D_ .
M.a.w, H(p) B, 1 H(prm) en H(pr) 9$1{(P) zijn inverse isomorfismen

¢¢m, de k-resp. m-voudlg geitereer-

Z1ijn nu ﬁk:F en pnlﬁ , O«
we stellen I = g° 1), Ve definié&ren

l
de barycentrische onderverdeling (
. meao . I .
nu een correspondentie ka van f f in p ' door

D, (&) = drager van ¢ in P}

lem



Dﬁy is weer ecen acyclische correshondentie., EBr geldt voor Oz kgmg s:
LM “ -

. S SRR R o .. i ilraa A
Bewigs: 2ig r 0. Len n-dlmcngionaal simolex ¢sp T is bligkens de
definitie van harycentrische onderverdeling ontstaan urt tenminste

’ s " - I N

een n-dimensionaal simplex ' & PP, dow.z., gep ¢!, En dus ¢ c ',

Zou er nog ecn n-dimensionaal simplex "= T zign met &' ¢ o dan

zou &' r ¢! een randsimplex zign van &' en van ¢, Omdat evenwel

gec &' n ¢! en & n-dimensionaal 1g, moet dan ¢" A ¢! =o' en = &',
R B 5 . 1 . E i B s R = &
B1j een n-simplex e [ 1s er dus precies één n-simplex ¢! van I

met ¢ < 6'. g !

)

e
s blijkbaar de drager van ¢ d.w.z. het kleinste
simplex uit I' dat e bevat. 71 nu G‘€/3ST , dim ¢ =n, en G'&ﬁlnp
met dim ¢ '=n, 20 ¢ co'. Volgens het voorafgaande 18 o' ondubbel-
zinnig bepaald. Laat nu ¢ " het n-simolex in /%kF zijn met ¢'c g
Dan is ook blijkbaar ¢ < ¢', dus volgens het voorafzaande is o' =
dragcr van ¢ .

: kK, . Ik

Dus: drager van ¢ in g = drager in /2 " van (de drager van &
in pmf‘)é {leruit volgt nu zonder moeltc verder de te bewlijzen be-

Ttrekling.

§ 5. Homologie en continue afbeeldingen

e . . ; : {
Zijn T en ' simpliciale complexen, | 1] = \Jﬁﬁ“ [ r o= e P T
e

N . - \ !
en  een continue afbeelding van P& in | T !. Vle gaan nu bij T

1««

i
H
{
een homomorfisme [, lK(I ) "¢}h( 1) construeren, k=0,1,2,... .
M

Z13 nu o > 0 het getal van Lebesgue voor de collectie simplices

P t 'L:>
1?{ 13 als verecniging van eindig vele simpliccs een gesloten

. ) 1 ,

beprensde verzameling in een R, dus f is op }I“) geligkmatig continu,
_— ~ 3 - 1 i .- p

Bijgevolg 1s er een © >0, zodat, als V« ('}, en diam, V< g,

" . ‘ n ., , ‘ )

diam., (V) < « . Laat nu /3‘!‘ een geltereerde barycentrische onder-

0o

verdeling van ' zijn, zodat voor iedere o & g , diam, & < @, dus

diam, f{¢) < o .

*) 213 o =A ﬁ».,,AS} een eindige collectie geslecten begrensde ver-
zamelingen in de RP, Het '"lemma van Lebesgue' zegt dat er een € >0 is
zodat geldt: ‘A15u§ < oL, V een verzameling met diameter<€, en A nVZ£(J
voor iedere A & <% , dan is A A g,

‘ Aeds

De kleinste bovengrens van de getallen © met deze eigenschap 1s weer
een getal met deze eigenschap, het zgn. getal van Lchesgue voor de
collectie .
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We defini&ren nu een correspondentie F o ovan ﬁlw“ in I door

n
4 ¢ 3
B (G") = U vk .
. t(e)rs# ¢
&) - 7 \,U
De collectie van <t 's uit U 1 mes f(e)r T # ¢ heelft wemens de defi-

nitic van het getal van Lehesrus cen niot aoorsnede, Doz doore-
ISt - 3 ey - - oy v T Sl e e ooy e -~ e e - T Y i T e £ -
snede 18 een randsimplex van al deze = 's (Hfdst. I, §1, def, sum-

d

pliciaal complex (1)), en bevat tenminste &7

Fn(g) 1s dan tlaarblijlkeligk cen lkeoel met too U, en dus is £.oeen
acyclische corresvondentic. Dilgcevols induceert I'. cen homomorfisme
4

o HpT ) ().

N

Door Don N (zie laatste deel van % 2) wordt Hk(ﬁnf“) seidentificeerd
met H, (I'). Dus P DOZWU 18 cen homomorfisme van H, (P) 1in I 1, (r

Al Il il i

213 nu ko> n, Dan blijkt uit de definities gemalrkeligk dat
Fk < Fn an, en voorts weer dat Fn an een acyclicche correspondentie
is nl. F an(g) = (drager van & in ﬂ' ™). Dus Fk%é Foa Pre s
Voorts is Din Po = Do (zie laatste deel § ).

Dus Poonl @ op ]

ko« Ok n s on % °

Het aldus pgeconstrueerde homomorfisme van HP(F) in HV(W’) hangt niet
159 139

meer af van de toevallig gebezigde barycentrische onderverdeling maar

1t

slechts van ', "' en f. We geven het (daar we Pen ' als "vast”

wensen te beschouwen) aan door [ .

.«

at, als "= ' en f =

identieke afbeelding, [ eveneens het identielce homomorfisme is in

Uit het voorafgaande is duldelle ¢

ledere dimensie,

41J g nu nog een continue afbeelding |- |F'] zodat voor

) . n ..
Le(x))< s o . Zig nu gt oeen

~—

iedere x ¢ {I'] zeldt afstand (f(x
n-voudilg gelu&foerﬂe barycentrische onderverdeling zodanig dat voor

" RPN 1 T ) e Y o
iedere s e’ i geldt diam g(e¢) <« ~o . Voor iedere cep [ is

f(s) )

V(e) = g(e) wi(e) een verzameling met diameter < « . Ziy C de cor-

B n ' = e
respondentie van g F in {*' gedefinicerd door

- i (¢
TV (e) AP }

Op dezelfde wijze als voorheen blijkt C een acyclische correspondentie

C(

{3,
S—

te zijn en klaarblijkelijk geldt Fnc C en Gnc:C,

Dus Fn = C = Gn L. oodus T =g, .
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Twee afbeeldingen die een onderlinge afstand <« hebben in-
duceren voor de homologie hetzelfde homomoriisme., Als twee afbeel-

4 en fa verbonden kunnen worden door een eindige ketting van

afbeeldingen waarvan leder tweetal naburige een afsvand <4 ¢ hebben,

dingen T

dan i3 dus ool £, = 1 .
[ % 2 ®

ZiJj tenslotte T nog een simpliciaal compnlex en h een continue
afbeelding |7"'| — | "] . Men kan nu bewljzen door gelijksoortige
redeneringen als boven dat

(hf),  =n_1_ .

F w
Uit het voorafgaande volgt: zign r.é:;' en [ v _ B, n continue
afbeeldingen met g = 1dentilieke albeeldin: en of = identieke afbeel-
ding, dan zijn ook f% gl en g, f%_ 1dentieke homomorfismen.
Dus: Homeomorfe simpliciale complexen hebben isomorfe homologic-

groepen.

In het bijgzonder volgt ult dit resultaat dat twee simpliciale
complexen ' en ['!' met !Pi = ]F’} isomorfe homologlegroepen bezit-
ten,

Verder kan men op grond van het bovenstaande aan een ruimte P
die homeomorf is met een ]P] waarbij [* een simpliciaal comnlex is
homologiegroepen toekennen nl. de homologiegroepen van ' ., Op iso-
morfle na liggen ze dan vast, Dergelijke ruimten P noemt men polyeders,
Voor leder nolyeder P denken we ons een vast simpliciaal complex
I met een vast homeomorfisme 17P: P — PP van P o FP gekozen,

P
Een continue afbeelding £ : P1~w%P2 induceert dan een continue af-

3 P - i ) — D 3 1 . 4
beelding VPQ f QPA : PPq P> en daarmee een homomorfisme I,
van H(Pq) = Hﬁ}q) in H(P,) = H([}U), e vinden voor de aldus gede-

finleerde [, dezelfde algemene eigenschappen als bij de r, -en voor
de simpliciale homologiegroepen,

In het bijzonder is de n-dimensionale sfecr s” een polyeder nl,
homeomorf met }gé“}} waarbij ¢ een (n+1)-dimensionaal simplex is, en
{&}~ het complex van zign hoogstens n-dimensionale randsimplexen.
Bijgevolg 1is

H(S") = 7, Hy(87) =0 0<i<n,

(") =3, wl(s") - o J» .



